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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  

ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΚΑΙ ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ  

ΤΕΤΑΡΤΗ 16 IOYNIOY 2021  

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία - βλέπε σχολικό βιβλίο σελ. 135 

Α2. Θεωρία - βλέπε σχολικό βιβλίο σελ. 51 

Α3. Θεωρία - βλέπε σχολικό βιβλίο σελ. 23 

Α4. 

α) Σ 

β) Λ 

γ) Σ 

δ) Σ 

ε) Σ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Θέτουμε όπου x to χ-1 και προκύπτει 

( ) ( ) ( ) ( )x 1 1 xf x 1 1 x 1 1 e f x x e , x
− − −− + = − +   =    

 

Β2. Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο ως πράξεις και συνθέσεις συνεχών 

με ( ) ( )1 x 1 x 1 xf x e x e e 1 x− − − = −  = −  

( )f x 0 1 x 0 x 1 =  − =  = , διότι 1 xe 0−   για κάθε x  

( )f x 0 1 x 0 x 1   −    , διότι 1 xe 0−   για κάθε x  

( )f x 0 1 x 0 x 1   −    , διότι 1 xe 0−   για κάθε x  
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Η μονοτονία και τα ακρότατα της  𝑓φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 
 

   𝑥 0      −∞               1                       +∞ 

𝑓′(𝑥)                             +         0        −   
 

𝑓(𝑥)   
4             1 

𝛰𝛭                                            

  

 
Αφού 𝑓′′(𝑥) < 0 ⇔ 𝑥 > 1, 𝑓′′(𝑥) > 0 ⇔ 𝑥 < 1 και η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑅  είναι 

γνησίως αύξουσα στο 𝛥1 = (−∞, 1] και γνησίως φθίνουσα στο 𝛥2 = [1, +∞). 

Παρουσιάζει (ολικό) μέγιστο στο 1 το 𝑓(1) = 1, με την ισότητα να ισχύει μόνο για 

x 1.=  

 

Β3. Η f  είναι παραγωγίσιμη με  

( ) ( ) ( ) ( )1 x 1 x 1 x 1 xf x e 1 x e e 1 x 1 x 2 e− − − − = − − − = − − + = −  

( )f x 0 x 2 =  = , ενώ ( )f x 0 x 2    και ( )f x 0 x 2     

Το πρόσημο της 𝑓′′ και η κυρτότητα της 𝑓 φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

 

 

 

 

 
Αφού είναι 𝑓′′(𝑥) < 0 ⟺ 𝑥 < 2, 𝑓′′(𝑥) > 0 ⟺ 𝑥 > 2 και η 𝑓 είναι συνεχής στο 2,  

όπου είναι 𝑓′′(2) = 0, η 𝑓 είναι κοίλη στο (−∞, 2],  κυρτή στο [2, +∞) και έχει σημείο 

καμπής το 𝐴(2, 𝑓(2)) = 𝐴(2,
2

𝑒
).  

Η f είναι συνεχής στο , άρα δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες  

• 
( ) 1 x

1 x

x x x

f x x e
lim lim lim e

x x

−
−

→− →− →−


= = = + , άρα η Cf δεν έχει πλάγιες – 

οριζόντιες ασύμπτωτες στο − . 

• 
( ) 1 x

1 x

x x x

f x x e
lim lim lim e 0

x x

−
−

→+ →+ →+


= = =  και 

( ) 1 x

x 1 x 1x x x x
DLH

x 1
lim f x lim x e lim lim 0

e e

+

+
−

− −→+ →+ →+ →+
=  = == , άρα η y 0=  είναι 

οριζόντια ασύμπτωτη της Cf στο +  

     𝑥     −∞                      2                         +∞ 

𝑓′′(𝑥)                         −       0      +                 
 

 𝑓(𝑥) 
 

              0               
            𝛴𝛫   
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Β4.  

i. ( ) 1 x

x x
lim f x lim x e ,−

→− →−
=  = − διότι 

x
lim x
→−

= −  και 1 x

x
lim e −

→−
= +  

( ) 1 x

x 1 x 1x x x x
DLH

x 1
lim f x lim x e lim lim 0

e e

+

+
−

− −→+ →+ →+ →+
=  = ==   

Άρα, ( ) ( ) ( )( ( 
f  γν.αύξ

1
x

f Δ lim f x ,f 1 ,1
→−

= = −


 

( ) ( ) ( )( ( 
f  γν.φθιν

2
x

f Δ lim f x ,f 1 0,1
→+

= =


 

Άρα, ( ) ( ) ( ) ( f 1 2f D f Δ f Δ ,1=  = −  

ii.  

• Αν λ 1  η ( )f x λ=  είναι αδύνατη διότι ( )fλ f D  

• Αν λ 1=  η ( ) ( )f x λ f x 1=  =  έχει μοναδική λύση x 1=  

• Αν 0 λ 1   η ( )f x λ=  έχει λύσεις ( )1x ,1 −  και ( )2x 1, + , διότι 

( )1λ f Δ  και ( )2λ f Δ .  

Οι λύσεις είναι μοναδικές διότι f γν. αύξουσα στο Δ1 και φθίνουσα στο Δ2. 

Αν λ 0 η ( )f x λ=  έχει μοναδική λύση ( )0x ,1 −  διότι ( )1λ f Δ , ενώ 

( )2λ f Δ . Η λύση είναι μοναδική διότι η f είναι φθίνουσα στο Δ1. 

 

ΘΕΜΑ Γ 

( )

3 2αx 3x x 1,  x 0

f x 3π
συνx,  0 x

2

 − − + 


= 
 



,  α 3 −  

Γ1. Για x 0  η f είναι συνεχής ως πολυωνυμική 3ου βαθμού 

Για 
3π

0 x
2

   η f είναι συνεχής ως τριγωνομετρική. 

Εξετάζω τη συνέχεια στο 0. 

• ( ) ( )3 2

x 0 x 0
lim f x lim αx 3x x 1 1

− −→ →
= − − + =  

• ( )
x 0 x 0
lim f x lim συνx συν0 1

+ +→ →
= = =  

• ( ) 3 2f 0 α 0 3 0 0 1 1=  −  − + =  
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Άρα, f συνεχής στο 0, οπότε f συνεχής στο πεδίο ορισμού της f

3π
D ,

2

 
= − 
 

. 

Εξετάζω την παραγωγισιμότητα στο 0. 

• 
( ) ( ) ( )23 2

x 0 x 0 x 0

x αx 3x 1f x f 0 αx 3x x 1 1
lim lim lim 1

x 0 x x− − −→ → →

− −− − − + −
= = = −

−
 

• 
( ) ( )

x 0 x 0

f x f 0 συνx 1
lim lim 0 1

x 0 x+ +→ →

− −
= =  −

−
, άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 

0. 

Γ2.  

i.  

• Η f είναι συνεχής στο 
3π

0,
2

 
 
 

, αφού είναι συνεχής στο f

3π
D ,

2

 
= − 
 

 

• Η f είναι παραγωγίσιμη στο 
3π

0,
2

 
 
 

 με ( )f x ημx = −  

• ( )f 0 1,=
3π 3π

f συν 0
2 2

 
= = 

 
, άρα ( )

3π
f 0 f

2

 
  

 
, οπότε η f δεν 

ικανοποιεί την 3η προϋπόθεση του θεωρήματος Rolle στο 
3π

0,
2

 
 
 

. 

(δεν εφαρμόζεται θεώρημα Rolle για την f στο 
3π

0,
2

 
 
 

). 

 

ii. ( )f ξ 0 ημξ 0 ημξ 0 ξ κπ,κ = − =  =  =   

Είναι 
3π 3π 3

0 ξ 0 κπ 0 κ
2 2 2

        , άρα κ 1= οπότε ξ π=  

Γ3. Τα σημεία της Cf στα οποία η εφαπτομένη της είναι παράλληλη στον x x  είναι 

τα σημεία ( )( )Μ x,f x για τα οποία ισχύει ( )f x 0. =  

Για x 0, είναι ( ) 2f x 3αx 6x 1 = − − , ( )Δ 36 12α 12 α 3 0= + = +   διότι α 3 − , άρα 

( )f x 0   για κάθε x 0, οπότε δεν υπάρχουν σημεία της Cf με αρνητική τετμημένη 

στα οποία η εφαπτομένη της είναι παράλληλη στον x x  
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Γ4. Για x 0 είναι ( )f x 0   διότι Δ 0  και 3α 9 0 −  , άρα f γν. φθίνουσα στο 

( 1Δ ,0= −  αφού η f συνεχής στο 0. 

( ) 3

x x
lim f x lim αx
→− →−

= = + , διότι α 0  και 3

x
lim x
→−

= −  

Είναι ( )f 0 1= , άρα ( ) ( ) ( ))  )
f  γν.φθιν

1
x

f Δ f 0 , lim f x 1,
→−

= = +


 

Για 2

3π
x Δ 0,

2

 
 =  

 
είναι  ( )f x συνx= με 1 συνx 1−   , άρα ( )  2f Δ 1,1= −  οπότε 

( ) ( ) ( )  )1 2f A f Δ f Δ 1,= = − + . Επομένως, ( )f x 1 −  για κάθε 
3π

x ,
2

 
 − 
 

. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Θεωρούμε συνάρτηση  𝑘(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 −
1

𝑥
, 𝑥 > 0, η οποία είναι συνεχής και 

παραγωγίσιμη στο (0, +∞) με  𝑘′(𝑥) =
1

𝑥
+

1

𝑥2 > 0, άρα η συνάρτηση 𝑘 είναι γνησίως 

αύξουσα στο (0, +∞).  

Είναι 𝑘(1) = 𝑙𝑛1 − 1 = −1 < 0 και 𝑘(𝑒) = 𝑙𝑛𝑒 −
1

𝑒
= 1 −

1

𝑒
=

1−𝑒

𝑒
< 0, οπότε 𝑘(1) ∙

𝑘(𝑒) < 0 και αφού η συνάρτηση 𝑘 είναι συνεχής στο [1, 𝜀] ⊆ (0, +∞) σύμφωνα με 

το θεώρημα Bolzano υπάρχει 𝑥0 ∈ (1, 𝑒), ώστε 𝑘(𝑥0) = 0, δηλαδή η εξίσωση 𝑘(𝑥) =

0 ⇔ 𝑙𝑛𝑥 =
1

𝑥
 έχει ρίζα 𝑥0 ∈ (1, 𝑒), η οποία είναι μοναδική αφού η συνάρτηση 𝑘 είναι 

γνησίως αύξουσα στο (0, +∞), άρα και στο διάστημα (1, 𝑒). 

 

Δ2. Η 𝑥0 είναι ρίζα της 𝑙𝑛𝑥 =
1

𝑥
, άρα 𝑙𝑛𝑥0 =

1

𝑥0
  (1). 

Η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = (𝑙𝑛𝑥0) ∙ (𝑥 + 1) − 𝑙𝑛𝑥 − 1 είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο 

(0, +∞) ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

𝑓′(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥0 −
1

𝑥
=
(1) 1

𝑥0
−

1

𝑥
=

𝑥−𝑥0

𝑥0∙𝑥
.  

Είναι 𝑓′(𝑥) = 0 ⇔
𝑥−𝑥0

𝑥0∙𝑥
= 0 ⇔ 𝑥 = 𝑥0. 

Επίσης, 𝑓′(𝑥) > 0 ⇔
𝑥−𝑥0

𝑥0∙𝑥
> 0 ⇔

𝑥0∙𝑥>0

𝑥 > 𝑥0 και 

 𝑓′(𝑥) < 0 ⇔
𝑥−𝑥0

𝑥0∙𝑥
< 0 ⇔

𝑥0∙𝑥>0

0 < 𝑥 < 𝑥0.  
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      Το πρόσημο της  𝑓′  και η μονοτονία της  𝑓  φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

   𝑥 0      0                  𝑥0                    +∞ 

𝑓′(𝑥)                             −          0       +      

 

𝑓(𝑥) 

↘         𝑓(𝑥0)                              

                     𝛰𝛦 

 

Αφού 𝑓′(𝑥) < 0 ⇔ 0 < 𝑥 < 𝑥0, 𝑓′(𝑥) > 0 ⇔ 𝑥 > 𝑥0 και η 𝑓 είναι συνεχής στο 

(0, +∞)  είναι γνησίως φθίνουσα στο 𝛥1 = (0, 𝑥0]  και γνησίως αύξουσα στο                 

𝛥2 = [𝑥0, +∞). Παρουσιάζει (ολικό) ελάχιστο στο 𝑥0 το                                                   𝑓(𝑥0) =

(𝑙𝑛𝑥0) ∙ (𝑥0 + 1) − 𝑙𝑛𝑥0 − 1 = 𝑙𝑛𝑥0 ∙ 𝑥0 + 𝑙𝑛𝑥0 − 𝑙𝑛𝑥0 − 1 =
(1) 1

𝑥0
∙ 𝑥0 − 1 = 0 , με την 

ισότητα να ισχύει μόνο για 𝑥 = 𝑥0. 

 

Δ3. Οι 𝐶𝑔, 𝐶ℎ έχουν κοινό σημείο αν έχει λύση η εξίσωση 

𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) ⇔ 𝑥 ∙ 𝑒−𝑥 = (
𝑥0

𝑒
)𝑥+1. 

Για 𝑥 ≤ 0 η εξίσωση είναι αδύνατη. 

Για 𝑥 > 0 είναι 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) ⇔ 𝑥 ∙ 𝑒−𝑥 = (
𝑥0

𝑒
)𝑥+1 ⇔ ln(𝑥 ∙ 𝑒−𝑥) = ln (

𝑥0

𝑒
)𝑥+1 ⇔. 

⇔ 𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 = (𝑥 + 1) ∙ ln (
𝑥0

𝑒
) ⇔ 𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 = (𝑥 + 1) ∙ 𝑙𝑛𝑥0 − (𝑥 + 1) ∙ 𝑙𝑛𝑒 ⇔ 

⇔ 𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 = (𝑥 + 1) ∙ 𝑙𝑛𝑥0 − 𝑥 − 1 ⇔ (𝑥 + 1) ∙ 𝑙𝑛𝑥0 − 𝑙𝑛𝑥 − 1 = 0 ⇔ 𝑓(𝑥) = 0, 

οποία έχει μοναδική λύση 𝑥 = 𝑥0. 

Επομένως, οι 𝐶𝑔, 𝐶ℎ έχουν κοινό σημείο με τετμημένη 𝑥0 για το οποίο ισχύει  

𝑔(𝑥0) = ℎ(𝑥0) ⇔ 𝑥0 ∙ 𝑒−𝑥0 = (
𝑥0

𝑒
)𝑥0+1 (2). 

Για να έχουν οι 𝐶𝑔, 𝐶ℎ κοινή εφαπτομένη στο σημείο αυτό πρέπει 𝑔′(𝑥0) = ℎ′(𝑥0). 

Οι συναρτήσεις g και h είναι παραγωγίσιμες στο R με 𝑔′(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥 ∙ 𝑒−𝑥 και  

ℎ′(𝑥) = (
𝑥0

𝑒
)𝑥+1 ∙ ln (

𝑥0

𝑒
). 

Πρέπει 𝑔′(𝑥0) = ℎ′(𝑥0) ⇔ 𝑒−𝑥0 − 𝑥0 ∙ 𝑒−𝑥0 = (
𝑥0

𝑒
)𝑥0+1 ∙ (𝑙𝑛𝑥0 − 1) ⇔ 
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⇔ 𝑒−𝑥0 − 𝑥0 ∙ 𝑒−𝑥0 = (
𝑥0

𝑒
)𝑥0+1 ∙ 𝑙𝑛𝑥0 − (

𝑥0

𝑒
)𝑥0+1 ⇔

(2)

 

⇔ 𝑒−𝑥0 = (
𝑥0

𝑒
)𝑥0+1 ∙

1

𝑥0
⇔ 𝑥0 ∙ 𝑒−𝑥0 = (

𝑥0

𝑒
)𝑥0+1 (2), που ισχύει.  

Επομένως, οι 𝐶𝑔, 𝐶ℎ έχουν κοινή εφαπτομένη σε μοναδικό σημείο με τετμημένη 

𝑥0 ∈ (1, 𝑒).  

 

Δ4. Η απόσταση των 2 σημείων Α, Β δίνεται από τον τύπο  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22

d A,B x x f x φ x f x φ x f x φ x f x φ x d x= − + − = − = − = − =  

Αν η φ είναι παραγωγίσιμη στο x0 τότε d(x) παραγωγίσιμη στο x0, εσωτερικό του 

( )0,+  και στο x0 παρουσιάζει ελάχιστο οπότε από Fermat 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0d x f x φ x 0 φ x 0   = − =  = , άρα το x0 κρίσιμο σημείο της φ. 

Αν η φ δεν είναι παραγωγίσιμη στο χ0, τότε το x0 θα είναι κρίσιμο σημείο της φ.  
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