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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

TETAΡΤΗ 17 ΙΟΥΝΙΟΥ 2020  

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελ. 111. 

 

Α2. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελ. 104. 

 

Α3. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελ. 74. 

 

Α4. α) Ψευδής  

β) π.χ. ( )f x x=  

όπου ( )
x 0 x 0
limf x limx 0
→ →

= =   

ενώ 
( )x 0 x 0

1 1
lim lim

f x x+ +→ →
= = +  

και 
( )x 0 x 0

1 1
lim lim

f x x− −→ →
= = −  

Άρα 
( )x 0

1
lim

f x→
 δεν υπάρχει  

 

Α5. α. Σωστό  

β. Σωστό 

γ. Λάθος 
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ΘΕΜΑ Β 

Β1. Έστω  1 2x ,x 3 −  με ( ) ( )1 2f x f x=   

1 2

1 2

3x 1 3x 1

x 3 x 3

+ +
= 

− −
 

( )( ) ( )( )1 2 2 13x 1 x 3 3x 1 x 3 ...+ − = + −   

1 2x x =  

Άρα η f : ‘1-1’, άρα αντιστρέφεται. 

 

 

Β2. Λύνουμε την εξίσωση ( )f x y=  ως προς x  όπου x 3 − .  

Είναι: 

( )
3x 1

f x y y
x 3

+
=  = 

−
 

( )3x 1 y x 3 3x 1 yx 3y+ = −  + = −   

( )
3y 1

3 y x 1 3y x
y 3

+
− = − −  =

−
 με y 3  

Άρα ( )1 3y 1
f y

y 3

− +
=

−
, y 3  

Οπότε ( )1 3x 1
f x

x 3

− +
=

−
, x 3  

Τότε  1f f
D D 3−= = −  

και ( ) ( )1 3x 1
f x f x

x 3

− +
= =

−
 

Άρα 
1f f −= . 
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Β3. Η f f  ορίζεται όταν fx D  και ( ) ff x D  

x 3   και  ( )f x 3   

  
3x 1

3
x 3

+
 

−
 

  3x 1 3x 9+  −  

που ισχύει x 3   

Άρα  f fD 3= −  

( )( ) ( )( )
( )
( )

3x 1
3 13f x 1 x 3f f x f f x
3x 1f x 3

3
x 3

+
 ++ −= = =

+−
−

−

 

                 

9x 3 x 3
10xx 3 x

3x 1 3x 9 10

x 3

+ + −

−= = =
+ − +

−

 

 

Β4. Θεωρώ  ( ) ( )
1

g x f x
3x 1

= 
+

 

( ) ( ) ( )
1

g x f x f x
3x 1

=   
+

 

Άρα ( ) ( ) ( )f x g x f x−    

( ) ( )
1 1 1

x x x
3 3 3

3x 1
lim f x lim f x lim 0

x 3→− →− →−

+
= = =

−
 

 

Όμοια ( )( )
1

x
3

lim f x 0
→−

− =  

 

Άρα από κριτήριο παρεμβολής: 

( ) ( )
1 1

x x
3 3

1
lim g x lim f x 0

3x 1→− →−

 
=  = + 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Στο τρίγωνο  , 
B


 =  =


 

Άρα 1 =+ = +  

Όμοια 


 =   = 


 

Άρα 2 2 = =  

Τότε ( ) ( )
1 1

2 1
2 2

 =   =   +  ( )1=  +   

Άρα ( ) ( )1  = +   με ( )0,   

 

Γ2. Η συνάρτηση   είναι παραγωγίσιμη στο ( )0,  ως πράξεις παραγωγίσιμων με 

( ) ( )1  = −+ +  22 1=  + −  

( ) 20 2 1 0  =    +  − =  

1 = −                  ή    
( )0,1

2

 

 =   

( )0, 

  =    απορρίπτεται.  
3


 =  

 

Επειδή η ( )   είναι συνεχής στα διαστήματα 1 0,
3

 
 =  

 
 και 2 ,

3

 
 = 

 
  

και μηδενίζεται μόνο στο x
3


=  θα διατηρεί πρόσημο σε καθένα από τα 

διαστήματα 0,
3

 
 
 

 και ,
3

 
 

 
. 

Είναι 
2 2

2 1 0
4 4 4 2

       
 =  +  − =      
     
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άρα ( ) 0    στο 0,
3

 
 
 

 

και 
22 1 1 0

2 2 2

       
 =  +  − = −      
     

 

άρα ( ) 0    στο ,
3

 
 

 
 

 

Το πρόσημο της   και η μονοτονία της   φαίνονται στο παρακάτω πίνακα:  

 

 

 

 

 

Άρα το εμβαδόν ( )   μεγιστοποιείται για 
3


 =  με  

1 3 3 3
1

3 2 2 4

   
 = + =   
   

 τ.μ. 

 

Γ3.  

▪ Είναι ( ) ( )
θ 0 θ 0
lim E θ lim 1 συνθ ημθ 0

+ +→ →
= + =  

▪ ( ) ( ) ( )
θ π θ π
lim E θ lim 1 συνθ ημθ 1 1 0 0

− −→ →
= + = − =  

▪ Αφού η Ε είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο Δ1 το σύνολο τιμών της 

είναι: 

( ) ( )1
θ 0

π 3 3
E Δ lim Ε θ ,Ε 0,

3 4+→

   
= =         

 

 

▪ Είναι ( )1

3

4
   άρα υπάρχει 1 0,

3

 
  

 
 τέτοιο ώστε ( )1

3

4
  =  και είναι 

μοναδικό διότι   γνησίως αύξουσα στο 1 . 

𝜃 0       𝜋/3     π 

𝛦′(𝜃) + − 

𝛦(𝜃) 

 

 

 

3√3

4
𝑚𝑎𝑥
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▪ Στο 2  όπου η   είναι γνησίως φθίνουσα προκύπτει 

( ) ( )2

3 3
lim , 0,

3 4−→

    
  =    =       

 

▪ Όμοια υπάρχει μοναδικό 2 ,
3

 
   

 
 ώστε ( )2

3

4
  =  

Επίσης είναι 1 20
3


        

άρα 1 2    

 

Γ4. Αφού η   είναι παραγωγίσιμη στο ( )0,  ικανοποιούνται οι υποθέσεις του 

Θ.Μ.Τ. για την   στα 1,
3

 
 
 

 και 2,
3

 
 

 
 

Άρα υπάρχουν 1 1,
3

 
   

 
 και 2 2,

3

 
   

 
 ώστε:  

( )
( )1

1

1

3

3

 
 −   
   = 

− 

 

( )1 1

3 3 3

3 4 4

 
−    = − 

 
 ( )1  

 

και ( )
( )2

2

2

3

3

 
  −  

   = 


 −

 

( ) ( )2 2 2

3 3 3

3 3 4 4

    
−    =  −  = −   

   
 ( )2  

Από ( )1 , ( )2  προκύπτει το ζητούμενο. 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Για 𝑥 > 0 είναι 𝑓′(𝑥) = ln 𝑥 + 1 −
1

𝜆𝑥
𝜆 = ln 𝑥 + 1 −

1

𝑥
 και 𝑓′(1) = 0. Επίσης 

για 𝑥 > 0 είναι 𝑓′′(𝑥) =
1

𝑥
+

1

𝑥2
> 0 άρα η 𝑓′ είναι γνησίως αύξουσα στο 

 (0, +∝). 

 

Οπότε  

𝑥 > 1 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 𝑓′(1) ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 και για 0 < 𝑥 < 1 είναι 

0 < 𝑥 < 1 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 𝑓′(1) ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0   

και αφού η 𝑓 είναι συνεχής στο 1το 𝑓(1) = − ln 𝜆 είναι ελάχιστο της 𝑓.  

 

 

 

 

 

 

To σημείο ακροτάτου της 𝑓 είναι το 𝛭(1,− ln 𝜆) το οποίο βρίσκεται στην 

κατακόρυφη ευθεία 𝑥 = 1. 

 

Δ2. Αρκεί για κάθε 𝑥 > 0 να ισχύει 

𝑥𝑥 ≥ 𝜆𝑥 ⇔ ln𝑥𝑥 ≥ ln(𝜆𝑥) ⇔ 𝑥 ln 𝑥 − ln(𝜆𝑥) ≥ 0 ⇔ 𝑓(𝑥) ≥ 0 

 

Επομένως αρκεί το ελάχιστο της 𝑓 να είναι μη αρνητικό δηλαδή  

− ln 𝜆 ≥ 0 ⇔ 0 < 𝜆 ≤ 1 

 

Συνεπώς 𝜆𝑚𝑎𝑥 = 1 

 

 

Δ3. Η εξίσωση της εφαπτομένης της 𝐶𝑔 στο (𝑥, 𝑔(𝑥0)) είναι η: 

𝜀: 𝑦 − 𝑔(𝑥0) = 𝑔
′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) ⇔ 𝑦 = 𝑔′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑔(𝑥0) 

 

Για να ταυτίζονται οι ευθείες ε και 𝑦 = 𝜆𝑥 πρέπει για κάθε 𝑥 ∈ ℝ: 

𝜆𝑥 = 𝑔′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑔(𝑥0) ⇔ 

0 = 𝑔′(𝑥0)𝑥 − 𝑔
′(𝑥0)𝑥0 + 𝑔(𝑥0) − 𝜆𝑥 ⇔ 

0 = (𝑔′(𝑥0) − 𝜆)𝑥 − 𝑔
′(𝑥0)𝑥0 + 𝑔(𝑥0) 

 

Άρα  

{
𝑔′(𝑥0) − 𝜆 = 0

−𝑔′(𝑥0)𝑥0 + 𝑔(𝑥0) = 0

𝜆=1
⇔ {

𝑔′(𝑥0) = 1

𝑥0 = 𝑔(𝑥0)
⇔ {

𝑥0
𝑥0(ln 𝑥0 + 1) = 1

𝑥0
𝑥0 = 𝑥0

 

𝑥 0        1     +∞ 

𝑓′(𝑥) − + 

𝑓(𝑥)  −ln 𝜆
min
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Οπότε 

𝑥0(ln 𝑥0 + 1) = 1 ⇔ ln 𝑥0 + 1 =
1

𝑥0
⇔ 𝑓′(𝑥0) = 0 ⇔ 

𝑓′(𝑥0) = 𝑓
′(1)⇔ 𝑥0 = 1 

 

αφού η 𝑓′ είναι 1-1 ως γνησίως αύξουσα. 

 

 

Δ4. i) Η ℎ(𝑥) = 𝑥𝑥 = 𝑒ln 𝑥
𝑥
= 𝑒𝑥 ln 𝑥 είναι συνεχής στο (0, +∞) ως σύνθεση των 

συνεχών συναρτήσεων 𝑦 = 𝑒𝑢 και 𝑢 = 𝑥 ln 𝑥.  

Είναι  

lim
𝑥→0+

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑥𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑒𝑥 ln 𝑥 

 

Θέτουμε 𝑢 = 𝑥 ln 𝑥  και είναι  

lim
𝑥→0+

𝑢 = lim
𝑥→0+

𝑥 ln 𝑥 = lim
𝑥→0+

ln 𝑥

(
1
𝑥)
  =    lim

𝑥→0+

1
𝑥

−
1
𝑥2

= lim
𝑥→0+

(−𝑥) = 0 

 

 

Επομένως  

lim
𝑥→0+

ℎ(𝑥) = lim
𝑢→0

𝑒𝑢 = 1 = ℎ(0) 

 

Συνεπώς η ℎ είναι συνεχής στο 0. 

 

Τελικά η ℎ είναι συνεχής στο [0, +∞) 

 

 

ii) Αν  

𝐼 = ∫ ℎ(1 − 𝑡)𝑑𝑡
1

0

 

 

Θέτουμε 𝑢 = 1 − 𝑡 άρα −𝑑𝑢 = 𝑑𝑡 

 

Για 𝑡 = 0 το 𝑢 = 1 και για 𝑡 = 1 το 𝑢 = 0 

 

Άρα 𝛪 = −∫ ℎ(𝑢)𝑑𝑢
0

1
= ∫ ℎ(𝑡)𝑑𝑡

1

0
 

 

Θεωρούμε την συνάρτηση  

𝑘(𝑥) = 𝑥2020 (3 − 2∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
2

1

) + (1 − 𝑥)∫ ℎ(𝑡)𝑑𝑡
1

0

, 

η οποία είναι συνεχής στο [0,1] ως πολυωνυμική. 

−∞

+∞
 

𝐷𝐿𝐻 
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Είναι  

𝑘(0) = ∫ ℎ(𝑡)𝑑𝑡
1

0

> 0 

 

αφού ℎ(𝑡) > 0 για κάθε 𝑡 > 0 

 

Επίσης, 𝑘(1) = 3 − 2∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
2

1
< 0 

διότι από το Δ2 είναι 𝑔(𝑡) ≥ 𝑡 με την ισότητα να ισχύει μόνο για 𝑡 = 1 άρα  

∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
2

1
> ∫ 𝑡𝑑𝑡

2

1
= [

𝑡2

2
]
1

2

=
3

2
, 

οπότε 2∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
2

1
> 3. 

 

 

Είναι 𝑘(0)𝑘(1) < 0, άρα σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η εξίσωση  

𝑘(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥2020 (3 − 2∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
2

1

) + (1 − 𝑥)∫ ℎ(1 − 𝑡)𝑑𝑡
1

0

= 0 

έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0,1). 
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