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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ & ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ ΓΕΝΙΚΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ 

ΤΕΤΑΡΤΗ 17 ΙΟΥΝΙΟΥ 2020  

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

 

ΘΕΜΑ A 

A1.  Θεωρία σχολικό σελ. 76 

 

A2.  Θεωρία σχολικό σελ. 104 

 

A3.  Α) Ψευδής 

Β) Θεωρούμε την συνάρτηση f(x) = x3 με f ′(x) = 3x2.  

H f(x) = x3 είναι γνήσια αύξουσα στο ℝ αφού για κάθε x1, x2 ∈ ℝ με x1 < x2   

ισχύει x1
3 < x2

3 ⇒ f(x1) < f(x2) αλλά δεν είναι f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ ℝ  καθώς 

f ′(0) = 0. 

 

A4.  α) Λάθος    

β) Σωστό    

γ) Σωστό      

δ) Σωστό      

ε) Σωστό   

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1.  Για να ορίζεται η παράσταση f(g(x)) πρέπει  

{
x ∈ Dg
g(x) ∈ Df

⇔ {
x ∈ ℝ
ex > 1

⇔ x > 0 

Άρα Dfog = (0,+∞) ≠ ∅ συνεπώς  

(f ∘ g)(x) = f(g(x)) =
ex + 2

ex − 1
, x > 0 
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Β2.  Για κάθε x > 0 είναι: 

(f ∘ g)′(x) =
−3ex

(ex − 1)2
< 0 

Άρα η h = f ∘ g είναι γνήσια φθίνουσα στο (0, +∞) άρα 1-1 οπότε αντιστρέφεται. 

Επιπλέον είναι και συνεχής άρα το σύνολο τιμών της είναι το  

h((0,+∞)) = ( lim
x→+∞

h(x) , lim
x→0+

h(x)) = (1,+∞) 

αφού  

lim
x→+∞

h(x) = lim
x→+∞

ex (1 +
2
ex)

ex (1 −
1
ex)

= lim
x→+∞

1 +
2
ex

1 −
1
ex

= 1 

lim
x→0+

h(x) = lim
x→0+

[(ex + 2)
1

ex−1
] = +∞, 

διότι lim
x→0+

(𝑒𝑥 − 1) = 0  και e𝑥 − 1 > 0, όταν x → 0+, άρα lim
x→0+

1

𝑒𝑥−1
= +∞ 

 

Εύρεση αντίστροφης: 

(f ∘ g)(x) = y ⇔
ex + 2

ex − 1
= y ⇔ ex + 2 = y(ex − 1) ⇔ 

ex + 2 = yex − y ⇔ ex − yex = −2 − y ⇔ 

(1 − y)ex = −2 − y ⇔ ex =
2 + y

y − 1
  
y>1
⇔  

x = ln (
2+y

y−1
), y > 1, 

άρα (f ∘ g)−1(𝑦) = ln (
2+𝑦

𝑦−1
) , 𝑦 > 1 

Επομένως (f ∘ g)−1(x) = ln (
x+2

x−1
) με x > 1 

 

 

Β3.  Για κάθε x > 1 είναι  

φ′(x) =
1

x + 2
x − 1

(
x + 2

x − 1
)
′

=
x − 1

x + 2
 ∙ (−

3

(x + 2)(x − 1)
) < 0 

Άρα η φ είναι γνήσια φθίνουσα στο (1, +∞). 
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Β4.  Αν  u =
x+2

x−1
 τότε  

lim
x→1+

u = lim
x→1+

x + 2

x − 1
= lim
x→1+

[(x + 2)
1

x − 1
] = +∞ 

lim
x→+∞

u = lim
x→+∞

x + 2

x − 1
= lim
x→+∞

x

x
= 1 

 

 

Επομένως  

lim
x→1+

φ(x) = lim
x→1+

ln (
x + 2

x − 1
) = lim

u→+∞
ln(u) = +∞ 

 

lim
x→+∞

φ(x) = lim
x→+∞

ln (
x + 2

x − 1
) = lim

u→1+
ln(u) = 0 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η f είναι συνεχής στο x = 0 και άρα θα πρέπει: 

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0−

f(x) = f(0) 

▪ lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(ημx + λσυνx) = λ 

▪ lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(
1

1−x
− lnλ) = 1 − lnλ 

▪ f(0) = 1 − lnλ 

▪ Άρα θα είναι  λ = 1 − lnλ ⟺ λ + lnλ = 1 

▪ Η συνάρτηση h: (0, +∞) → ℝ  με  

h(x) = x + lnx  είναι γνήσια αύξουσα στο Αh ( ℎ
′(𝑥) = 1 +

1

𝑥
> 0 ∀𝑥 > 0)  και 

επειδή h(1) = 1, το μοναδικό λ > 0  για το οποίο είναι λ + lnλ = 1  

(  ⟺  h(1) = h(λ)   )  θα είναι το λ = 1 

▪ Έπεται λοιπόν ότι f(x) = {

1

1−x
,                     x ≤ 0

ημx + συνx,       0 < x <
3π

2
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Γ2.  

▪ Ελέγχουμε την παραγωγισιμότητα της f στο x = 0 

▪ lim
x→0+

f(x)−f(0)

x−0
= lim
x→0+

ημx+συνx−1

x
= lim
x→0+

ημx

x
+ lim
x→0+

συνx−1

x
= 1 + 0 = 1 

 

▪ lim
x→0−

f(x)−f(0)

x−0
= lim
x→0−

1

1−x
−1

x
= lim
x→0−

1−(1−x)

1−x
x

1

= lim
x→0−

1−1+x

x(1−x)
= lim
x→0−

1

1−x
= 1 

▪ Από τα παραπάνω έπεται ότι f′(0) = 1 και από θεωρία, γνωρίζουμε ότι η 

εξίσωση της εφαπτομένης της Cf  στο Α(0,1) είναι η 

      (ε):   y − f(0) = f ′(0)(x − 0)  

  y − 1 = 1(x − 0) 

y = x + 1  

 

▪ Και αν ω είναι η γωνία που σχηματίζει η (ε) με τον x΄x, τότε 

 εφω = 𝑓′(0) = 1
0ο≤ω≤180ο

⇔       ω = 45ο  δηλαδή ω =
π

4
 

 

Γ3. 

▪ Για x < 0 είναι f ′(x) = (
1

1−x
)
′

=
1

(1−x)2
 

▪ Για 0 < x <
3π

2
 είναι f ′(x) = (ημx + συνx)′ = συνx − ημx 

 

▪  Συνοψίζοντας ( )

( )
2

1
,   x<0

1 x

f x 1,    x 0

3
x x,   0 x

2




−



 = =
 
 −  


 

▪  Παρατηρούμε ότι για x 0  είναι ( )f x 0  . 
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▪ Ελέγχουμε αν υπάρχουν 
3

x 0,
2

 
 
 

 τέτοια ώστε ( )f x 0 =   

( )

3
0 x

2

f x 0


 

 =  x x 0 − = 
δεν ισχύει

 x
2

x x


 =

 =  

x
1

x


= 



3
x 0,

2

x
2

x 1

 
 
 




 =   

1x
4


=  και 2

5
x

4 4

 
= + =  

Επομένως, τα μοναδικά κρίσιμα σημεία της f  είναι τα 1x
4


=  και 

2

5
x

4


= . 

Γ4.  

▪   Αν ( )  είναι η εφαπτομένη της fC  στο M τότε από Θεωρία είναι 

( ) ( ) ( )( ): y f f x
 −  =  −  

( )( ) ( )y f x f=  − +   

( )
( )2

1 1
y x

11
=  −  +

−−
 

▪  Η εα τέμνει x΄x όταν 𝑦 = 0, άρα: 

( )
( )2

1 1
x 0

11
 −  + =

−−

( )x 1 0 −+ − = x 1 0 −+ − = x 1 2 0 + −  =  

x 2 1 = −    
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▪ Άρα ( )2 1,0 − . Ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης τη χρονική στιγμή 0t  

είναι ( )02 t  και συγχρόνως, θα είναι ( )0t 1 = −  (διότι τη χρονική στιγμή 

0t t=  η τετμημένη του M  είναι 1− ). 

Έτσι, αντικαθιστώντας 0t t=  στη δοσμένη σχέση, θα είναι: 

( )
( ) 0t tt

t
3

=
 = −  ( )

( )0

0

t
t

3


 = −  ( )

( )
0

1
t

3

−
 = − 

( )0

1
t

3
 =  ( )0

2
2 t

3
 =  (που είναι ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του 

  τη χρονική στιγμή 0t t= )  

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Για κάθε x ∈ ℝ είναι f ′(x) = ex + 2x − e και f ′′(x) = ex + 2 > 0, άρα η f ′ 

είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ. 

 

H f′ είναι συνεχής  στο ℝ άρα και στο [0,1] ως άθροισμα συνεχών. 

f ′(0) = e0 + 2 ∙ 0 − e = 1 − e < 0  

f ′(1) = e + 2 ∙ 1 − e = 2 > 0  

 

Από θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ (0,1) τέτοιο ώστε 

f ′(x0) = 0. 

 

Αφού η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ, το x0 είναι μοναδικό. 

▪ Για x > x0 είναι f ′(x) > f ′(x0) ⇒ f
′(x) > 0 

▪ Για x < x0 είναι f ′(x) < f ′(x0) ⇒ f
′(x) < 0 

και η f είναι συνεχής στο x0 άρα το f(x0) είναι (ολικό) ελάχιστο της f. 

 

 

 

 

 

 

x -∞     x0   +∞ 

f′(x) − + 

f(x)  𝑓(𝑥0)
min
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▪ Ακόμα, θα είναι: 

f ′(x0) = 0 ⇔ ex0 + 2x0 − e = 0 ⇔ ex0 = e − 2x0 και άρα: 

f(x0) = e
x0 + x0

2 − ex0 − 1  

           = e − 2x0 + x0
2 − ex0 − 1 = x0

2 − (e + 2)x0 + e − 1  

 

Δ2. To f(x0) είναι ολικό ελάχιστο της f  επομένως  f(x) ≥ f(x0) για κάθε x ∈ ℝ. 

 

Για x ≠ x0 είναι f(x) − f(x0) > 0 οπότε:  

lim
x→x0

1

f(x) − f(x0)
= +∞  (1) 

 

Ισχύει για x ≠ x0:  

|ημ
1

x − x0
| ≤ 1 ⇔ −1 ≤ ημ

1

x − x0
≤ 1 ⇔ 

−1 +
1

f(x) − f(x0)
≤ ημ

1

x − x0
+

1

f(x) − f(x0)
 (2) 

 

Από (1) και (2) είναι : 

lim
x→x0

(ημ
1

x − x0
+

1

f(x) − f(x0)
) = +∞ 

 

 

Δ3. Αν h(x) = f(x) + x − x0 τότε  

 

Η h είναι συνεχής στο [x0, 1] ως πράξεις μεταξύ συνεχών  

h(x0) = f(x0) − x0 + x0 = f(x0) < f(0) = 0 αφού f γνησίως φθίνουσα στο 

[0, x0] 

h(1) = f(1) + 1 − x0 = 1 − x0 > 0 

οπότε από το Θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον ένα ρ ∈ (x0, 1) 

τέτοιο ώστε h(ρ) = 0 

h′(x) = f ′(x) + 1 > 0  στο (x0, 1) αφού για x > x0 είναι f ′(x) > f ′(x0) ⇒

f ′(x) > 0, άρα η ρίζα ρ είναι μοναδική. 
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Δ4. Είναι f(ρ) + ρ = x0 ⇔ f(ρ) = x0 − ρ και f(1) = 0,  

ρ < 1 ⇒ f(ρ) < f(1) ⇒ f(ρ) < 0 

γιατί f γνησίως αύξουσα στο (ρ, 1) ⊆ (𝑥0, 1) 

 

Οπότε αρκεί να δείξουμε ότι:  

f(x0)

f(ρ)
< f ′(k) + 1 ⇔

f(x0) − f(ρ)

x0 − ρ
< f ′(k) 

 

Αφού η f είναι συνεχής στο [x0, ρ] και παραγωγίσιμη στο (x0, ρ) , από το ΘΜΤ 

υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (x0, ρ) τέτοιο ώστε:  

f ′(ξ) =
f(x0) − f(ρ)

x0 − ρ
 

 

Αφού η f ′ είναι γνήσια αύξουσα έχουμε: 

ξ < κ ⇒ f ′(ξ) < f′(k) ⇒
f(x0) − f(ρ)

x0 − ρ
< f ′(k) 
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