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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 
ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΚΑΙ ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΤΡΙΤΗ 8 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ 2020 
ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. § 2.7 σχολικό βιβλίο σελ. 144 
 
Α2. § 1.5 σχολικό βιβλίο σελ. 51 
 
Α3. § 2.9 σχολικό βιβλίο σελ. 161 
 
Α4.  

α. Ψευδής 
β. Υπάρχει περίπτωση η f να είναι 2 φορές παραγωγίσιμη και κυρτή στο και 

σε μεμονωμένα σημεία η ( )f x να μηδενίζεται. 

 
Α5.  

α. Λάθος 
β. Λάθος 
γ. Σωστό  

 
ΘΕΜΑ Β 

Η f παραγωγίσιμη στο  )1,− + με ( ) ( )f x 2 x α = +  

Β1. Είναι ( )f 0 2 2α 2 α 1 =  =  = . Άρα, ( ) ( )
2

f x x 1 1= + −  

 

Β2. ( ) ( )f x 2 x 1 0 = +   στο ( )1,− + , άρα f      στο  )1,− + , οπότε f: “1-1” και άρα 

υπάρχει η f-1 με  ( ) ( ) ( )  )1f x
A f 1, f 1 , lim f x 1,−

→+

 = − + = − = − +
 

 και 

( ) ( ) ( )
2 2

y f x y x 1 1 x 1 y 1=  = + −  + = +  επειδή x 1 0+  για κάθε  )x 1, − +  

έπεται x 1 y 1 x y 1 1+ = +  = + −  άρα ( )1f x x 1 1− = + −  

 

B3. ( )   1

2

f g
A x | g x 1 x | x 0− =   − =   =  

Και ( )( ) ( )( )1 1 2f g x f g x x 1 1 1 x 1− −= = − + − = −  

 
Β4.  
 

( )

( )( ) ( )

1

21x 1 x 1 x 1 x 1 x 1

f x 1 x 1 x 1 x 1 1
lim lim lim lim lim

x 1 x 1f g x x 1x 1
+ + + + +

−

−→− →− →− →− →−

+ + + +
= = = = = −

− − − − +− +

 

Διότι, ( )
x 1
lim x 1 0
→−

− + = και x 1 0− +   
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Είναι: 2y 4 x= −  

E x 2y,=  άρα ( ) ( )2 2 4E x 2x 4 x 2 4x x ,    x 0,2= − = −   

 
Γ2. Αρκεί να γίνει μέγιστη η τιμή της 
 

( ) ( )2 4g x 4x x ,  x 0,2= −   

 

( ) 3g x 8x 4x = −  

 

( ) ( )2g x 0 4x 2 x 0 x 2 =  − =  =  

χ  0    
g   +  −   
g      

 

Για x 2=  η g(x) άρα και η Ε(χ) παίρνει τη μέγιστη τιμή.  
 

Η μέγιστη τιμή του εμβαδόν είναι ( ) 2E 2 2 8 4 4cm= − =  

 
Γ3.  

( ) 2 4 4 2E x 2 3 4x x 3 x 4x 3 0=  − =  − + = ,  

Δ 4,=  2 24 2
x x 3 x 3

2


=  =  =  

 
Γ4.  

Για κάθε ( )x 0,2 , είναι: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )x x xf x E x e Ε x 2 3 e e E x Ε x 2 3  = + − = + −  και ( )
( )
2 4

g x
Ε x

4x x


 =

−
 

• Η f  είναι συνεχής στο 2, 3 
 

 

• ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2f 2 e E 2 Ε 2 2 3 e 0 4 2 3 0 = + − = + −   

• ( ) ( ) ( )( ) ( )3 3f 3 e E 3 Ε 3 2 3 e E 3 0  = + − =  , αφού ( )3 2,2 όπου 

( ) ( )g x 0 E x 0     

 

Οπότε από θ. Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )0x 2, 3 ώστε ( )0f x 0 = . 

Το 0x  είναι κρίσιμο σημείο.  

 
 
 
 

√2     2   

0     

μ     
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ΘΕΜΑ Δ 
Δ1.  

• Για x 0, ( ) ( )
συνx 1

xf x συνx 1 f x
x

−
= −  =  

• f συνεχής στο 0, οπότε  

( ) ( )
( )

( )
( )

0

0

x 0 x 0 x 0 x 0

συνx 1συνx 1
f 0 limf x lim lim lim ημx 0

x x

 
 
 

→ → → →

−−
= = = = − =


 

Άρα: ( )
συνx 1 π π

,  για x ,0 0,
f x x 2 2

     0,         για x 0

 −    
 −    =    

 =

 

 

Δ2. Για κάθε 
π π

x ,0 0,
2 2

   
 −   
   

 

( )
( )

( )
συν x 1 συνx 1

f x f x
x x

− − −
− = = − = −

−
, ( ) ( )f 0 0 f 0= = − , οπότε f περιττή. 

( ) ( )

π π

2 2

π π

2 2

Ι f x dx f x dx

− −

= = − −   

Θέτω, u x= − οπότε du dx= −  

Για 
π

x
2

= −  είναι 
π

u
2

=  

Για 
π

x
2

=  είναι 
π

u
2

= − , 

Έτσι, ( )( ) ( )

π π

2 2

π π

2 2

Ι f u du f u du I

−

−

= − = − = −  , άρα 2Ι 0 Ι 0=  =  

 

Δ3. Για x 0 , ( ) 2

x ημx συνx 1
f x

x

−  − +
 =  

Η ( )g x x ημx συνx 1= −  − +  είναι συνεχής στο 
π π

,
2 2

 
− 
 

 

( )g x ημx xσυνx ημx xσυνx= − − + = −  

 
χ     

g   +  −   
g      

 

Οπότε για κάθε 
π π

x ,0 0,
2 2

   
 −    
   

 είναι ( ) ( ) ( )g x g 0 g x 0   , άρα ( )f x 0  . 

Έτσι, f            στο  
π

,0
2

 
− 
 

 και 
π

0,
2

 
 
 

 και συνεχής, έτσι η f            στο
π π

,
2 2

 
− 
 

. 

0     −
𝜋

2
     

𝜋

2
     

μ     
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Δ4.  

• Προφανής λύση της 2020 συνx x 2020 − =  η 
1x 0=  

• Για x 0  

( )
συνx 1 1 1

2020 συνx x 2020 2020 συνx 2020 x f x
x 2020 2020

−
 − =   − =  =  =  

f          και συνεχής στο 
π π

,
2 2

 
− 
 

 

( )
π π 2

f ,0 f 0 , f 0,
2 2 π

        
− = − =       
        

 

 

( )
π π 2

f 0, f , f 0 ,0
2 2 π

        
= = −       

        
 

 

1 π
f ,0

2020 2

  
 −  

  
 οπότε από Θ.Ε.Τ. υπάρχει 2

π
x ,0

2

 
 − 
 

 ώστε ( )2

1
f x

2020
=  

και επειδή f           στο 
π π

,
2 2

 
− 
 

 η τιμή 2x  είναι μοναδική λύσης της ( )
1

f x
2020

=

για x 0 . 
 
Δ5. Από το Δ4 είναι 

1ρ x 0= =  

Έτσι ( )F 0 0=  και ( ) ( )F x f x =  στο 
π π

,
2 2

 
− 
 

 

• ( )π F x 2 x  ισχύει για x 0= ως ισότητα 

• Για x 0 : ( )
( ) ( ) ( )

( )
F x F x F 02 2 2

π F x 2 x 1
x π π x 0 π

−
    −  

−
 

F: συνεχής στο  0,x ή  x,0  

F: παραγωγίσιμη στο ( )0, x ή ( )x,0 , από Θ.Μ.Τ υπάρχει ένα τουλάχιστον 

( )ξ 0, x  ή ( )x,0  ώστε ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )F x F 0 F x F 0

F ξ f ξ
x 0 x 0

− −
 =  =

− −
 

Έτσι για την (1) αρκεί  ( )
2 2

f ξ
π π

−    που ισχύει από το Δ4.  

 
 
 

Επιμέλεια: Οικονομόπουλος Αναστάσιος 
 
 
 
 
 
 
 


