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ΠΕΜΠΤΗ 6 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ 2018  

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1.  Θεωρία Σχολικό Βιβλίο, σελ. 144-145. 

Α2.  Θεωρία Σχολικό Βιβλίο, σελ. 15. 

Α3.  Η Τ παράγωγος της f και η H παράγωγος της g. 

A4.  

α) Ψ 

β) Έστω 
2

1
f (x)

x
=  και 

2

1
g(x) 3

x
= −  

Έχουμε: 
x 0 x 0
limf (x) , limg(x)
→ →

= + = −  και  
xx 0

lim f (x) g(x) lim 3 3
+ →+→

+ = =  

Α5.  α) Σ   β) Σ   γ) Λ 

 

ΘΕΜΑ Β  

Β1. Η f συνεχής στο ( ),1−  ως πολυωνυμική και στο ( )1,+  ως ρητή. 

Για να είναι συνεχής στο πρέπει επιπλέον να είναι συνεχής στο  

2
2

0
x 1 x 1 x 1 x 1

x 1
x 1 ή lim f (x) lim f (x) f (1) lim(x ) lim 1

x

1 2 1

− + − +→ → → →

+
=  = =  + = = + 

 + =  =

 

Β2. Για 1 =  
2

x 1
, x 1

xf (x)

x 1, x 1

+


= 
 + 


 

• Η f συνεχής στο 
1

,4
2

 
 
 

. 
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• Η f παραγωγίσιμη στο 
1

,1
2

 
 
 

 με f '(x) 2x=  

• Η f παραγωγίσιμη στο ( )1,4 με 
2 2

x x 1 1
f '(x)

x x

− −
= = −  

2

0
x 1 x 1 x 1

x 1 x 1 x 1 x 1

f (x) f (1) x 1 2 (x 1)(x 1)
x 1: lim lim lim 2

x 1 x 1 x 1

x 1
2

f (x) f (1) x 1 2x 1 xxlim lim lim lim 1
x 1 x 1 x(x 1) x(x 1)

− − −

+ + + +

→ → →

→ → → →

− + − − +
 = = = =

− − −

+
−

− + − −
= = = = −

− − − −

 

Οπότε η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0x 1=  και δεν ισχύει Θ. Rolle. 

 

Β3. Για ( )
1 1 1

x ,1 f '(x) 2x x ή
4 4 8

 − = −  = −  = −   

Η εφαπτομένη στο 
0

1
x

8
= − είναι 

1 1 1 65 1 1
f f ' x x

8 8 8 64 4 8

65 1 1 1 63
x x

64 4 32 4 64

      
 − − = − +   − = − +       

      

  − = − −   = − +

 

Για ( ) 2

2

1 1 1
x 1, f '(x) x 4 x 2

4 x 4
 + = −  − = −  =  =   

Δεκτή η λύση x 2=  

H εφαπτομένη στο 0x 2= είναι:

3 1 1
f (2) f '(2)(x 2) (x 2) x 2

2 4 4
 − = − − = − −  = − +  

 

Β4. Η f είναι συνεχής στο οπότε δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες  

Για ( x ,1 − η f είναι πολυωνυμική 2ου βαθμού οπότε δεν έχει ασύμπτωτες. 
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Για 
x x

x
x 1, lim f (x) lim 1

x→+ →+
 = = , 

οπότε 1 =  οριζόντια ασύμπτωτη στο + . 

 

 
 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Η f συνεχής στο 0, ως πράξη συνεχών  

Για ( )x 0, , f '(x) 2 x 1  =  −

( ) 2 2

x
ln(x 1)

(ln(x 1)) 'x ln(x 1)x ' x 1x 0, f '(x)
x x

− +
+ − + + + = = =  

 f (0) 0,f 2
3 3 3

   
= =  − = 

 
 

 f ( ) 2 =  −  = −  

 
3

2 3
2 3 3

 
= − = −  

 

x  0  3


 

  

f '  +  −   
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Η f παρουσιάζει στο 0 0x 0, x= =   τοπικό ελάχιστο και στο 
0x

3


=   

τοπικό μέγιστο. 

Η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 
0x =   και ολικό μέγιστο στο  

0x
3


= . 

Γ2. Η f συνεχής στο  0, με ( )f ''(x) x, x 0,= −     

Οπότε η f είναι κοίλη στο  0, . Η εφαπτομένη της 
fC σε οποιοδήποτε σημείο 

0 0(x ,f (x )) είναι πάνω από τη fC  και έχουμε μόνο ένα κοινό σημείο το σημείο 

επαφής. 

 

Γ3. 

( )

 

 

0 0 0

0 0 0 0

0
0 00 0

0
0 0

f (x) xdx (2 x x) xdx 2 x x x x dx

2 x xdx x xdx 2xdx x xdx

2x 2x
x( x) 'dx x x x ' x

2 2

2x
x x xdx

2

  

   

  


 


 =  −  =   −  =

=   −  =  −  =

     
= − −  = − −  −  =    
     

 
= − −  +  = 
 

  

   

 

    

( )

0 0
0

2x
x x x

2

2 0
0 0 ( 0) 2

2 2


  

− −  −  = 
 

   
= − − −  −  −  −  = 

 

 

 

Γ4.  

α) 
x 0 x 0 x 0 x 0

f (x) 2 x x 2 x x 2 x
lim lim lim lim 1 2 1 1

x x x x x→ → → →

 −     
= = − = − = − =   

   
 

 

β)  
x 0 x 0 x 0
lim f (x) f (2x)ln x limf (x) limf (2x)ln x
→ → →

− = −  

( )
x 0 x 0
limf (x) lim 2 x x 0
→ →

=  − =  
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x 0 x

f (2x)
limf (2x)ln x lim xln x 0

x→ →
= =  διότι  

έ :2x u

x 0 x 0 u 0 u 0 u 0

f (2x) f (u) f (u)
lim lim 2lim 2 1 2

ux u

2

  =

→ →  → → →
= = =  =  

( )
D.L.H.x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

2

1
ln x (ln x) ' xlim x ln x lim lim lim lim x 0
1 11

'
x xx

+ + + + +

−

+

→ → → → →
= = = = − =

 
− 

 

 

Οπότε  
x 0
lim f (x) f (2x)ln x 0
→

− =  

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 
x x

ln(1 x) ln(1 x) 0
x 1 x 1

+   + − 
+ +

 

Έστω 

( )

2 2

2 2

x
g(x) ln(1 x) (0, )

x 1

1 x '(x 1) x(x 1) ' 1 1
x (0, ) g '(x) (1 x) '

1 x (x 1) x 1 (x 1)

x 1 1 x
0, ό g 0,

(x 1) (x 1)

= + − +
+

+ − +
 + = + − = − =

+ + + +

+ −
= =      +

+ +

 

Για 
x

x 0 g(x) g(0) ln(1 x) 0
x 1

    + − 
+

 

 

Δ2. Για ( ) 2 2

x
ln(x 1)

(ln(x 1)) 'x ln(x 1)x ' x 1x 0, f '(x)
x x

− +
+ − + + + = = =  

2

x
ln(x 1)

x 1 0
x

+ −
+= −   
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H f ( )0, ό 1 1 +   −  και η f αντιστρέφεται  

Το πεδίο ορισμού της 
1f −
 είναι το 

( )
( )

x x 0

x x D.L.H. x x

0

0

D.L.H.x 0 x 0 x 0

f (A) lim f (x), lim f (x)

ln(x 1) 'ln(x 1) 1
lim f (x) lim lim lim 0

x x ' x 1

ln(x 1) 1
lim f (x) lim lim 1

x x 1

+

+ + +

→+ →

+

+

→+ →+ →+ →+

→ → →

=

++
= = = =

+

+
= = =

+

 

Οπότε f (A) (0,1)=  

 
 

Δ3.  

f (x) f (x) f (x)

f

f (x) 2 1 f (x) 1 2 ln(f (x) 1) ln 2

ln(f (x) 1)
ln(f (x) 1) f (x)ln 2 ln 2 f (f (x)) f (1) f (x) 1

f (x)

 −  +   +  

+
 +       

 

το οποίο ισχύει  

 

Δ4. 

1

1

f ( ) f ( ) ( )
0

x 1 x 2 x

x(x 2)f ( ) x(x 1)f ( ) (x 1)(x 2) ( ) 0

−

−

   
+ + = 

− −

 −  + −  + − −   =

 

Έστω 
1(x) x(x 2)f ( ) x(x 1)f ( ) (x 1)(x 2) ( )− = −  + −  + − −    

Η Κ είναι συνεχής στα    0,1 , 1,2 ως πολυωνυμική  

1K(0) 2 ( ), K(1) f ( ), K(2) 2f ( )−=   = −  =   

Έχουμε: 0 1 0         οπότε ( ) 0   και (0) 0   

( )f ( ) 0,1 ,  οπότε 
1(1) 0, f ( ) 0−     οπότε (2) 0   
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Ισχύει Θ. Bolzano σε καθένα από τα διαστήματα    0,1 , 1,2 επομένως θα υπάρχει 

ένα τουλάχιστον ( )0x 0,1 ώστε 0(x ) 0 = και ένα τουλάχιστον ( )0x 1,2 ώστε 

0K(x ) 0= . Η K(x) έχει 2 ρίζες ακριβώς διότι K(x)  πολυώνυμο 2ου βαθμού. 

 

Δ5.  

Η F αρχική της f στο (0, )+ οπότε η F παραγωγίσιμη στο  1,e με F'(x) f (x).=  

Για την F στο  1,e ισχύει Θ.Μ.Τ. οπότε υπάρχει ένα τουλάχιστον (1,e)  

f

F(e) F(1) F(e) F(1)
ώ : F'( ) f ( )

e 1 e 1

F(e) F(1)
1 e f (e) f ( ) f (1) f (e) f (1)

e 1

− −
  =   =

− −

−
         

−

 

( )

F(e) F(1) F(e) F(1)
f (e) f (e)

e 1 e 1

eln 2 F(1) ln(e 1) ln(e 1)
eln 2 F(1) (e 1)

e 1 e e

ln(e 1) (e 1)ln(e 1)
F(1) (e 1) eln 2 F(1) eln 2 1

e e

− −
   

− −

− + −
   −  − 

−

+ − +
 −  − −   −

 

Αρκεί να δείξουμε ότι: 

e 1

e 1

ln(e 1) 2
eln 2 (e 1) ln

e e 1

ln(e 1) ln(e 1)
eln 2 e ln 2 ln(e 1)

e e

eln 2 ln(e 1)

+

+

 +
− −   

+ 

+ +
− +  − + 

− +
ln(e 1)

(e 1)ln 2 ln(e 1)
e

+
+  + − +

( )e

ln(e 1) ln(e 1)
eln 2 eln 2 ln 2 ln 2

e e

ln(e 1) eln 2 e 1 2 ί ύ 2



+ +
+  +   

+   +      
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Επιπλέον:  

F(e) F(1) eln 2 F(1)
f (1) ln 2

e 1 e 1

eln 2 F(1) (e 1)ln 2 eln 2

− −
   

− −

−  −  F(1) eln 2− 

( )

ln 2

F(1) ln 2 F(1) ln 2 3

− 

 −  −  

 

Από ( ) ( ) ( )
e 12

1 , 2 , 3 ln 2 F(1) ln
e 1

+ 
   

+ 
 

 

Επιμέλεια: Ρούτης Κωνσταντίνος 


