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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  

Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΙ ΕΠΑΛ (ΟΜΑΔΑ Β΄)  

ΤΕΤΑΡΤΗ 18 ΜΑΪΟΥ 2016 – ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ:  

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ (ΝΕΟ ΣΥΣΤΗΜΑ)  

ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ (ΠΑΛΙΟ ΣΥΣΤΗΜΑ) 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελ. 262. 

 

Α2. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελ. 141. 

 

Α3. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελ. 246 

 

Α4. 

α) Λάθος  

β) Σωστό 

γ) Λάθος 

δ) Σωστό 

ε) Σωστό 
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ΘΕΜΑ Β 

Η συνάρτηση ( )
2

2

xf x
x 1

=
+

 είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο ¡  ως ρητή.  

§ ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
2 2 3 3

/
2 2 22 2 2

2x x 1 2x x 2x 2x 2x 2xf x 1
x 1 x 1 x 1

+ - × + -
= = =

+ + +
 

§ ( )
( )

( )
1

/
22

2xf x 0 0 x 0
x 1

= Û = Û =
+

 είναι πιθανό ακρότατο 

 

 

§ Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο ( ],0-¥   

§ Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο[ )0,+¥   

§ Στο 0x 0=  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο µε τιµή ( )f 0 0=  

 

Β2.  

Η /f  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο ¡ . 

§ ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2 22 2
/ /

4 42 2

2 x 1 x 1 4x2 x 1 2x 2 x 1 2x
f x

x 1 x 1

é ù+ + -+ - × + × ë û= = =
+ +

 

          
( )
( ) ( )

( )
2 2

3 32 2

2 3x 1 3x 12 1
x 1 x 1

- + - +
= =

+ +
 

§ ( )
( )

( )
1

/ / 2 2 3f x 0 2 3x 1 0 3x 1 x
3

= Û - + = Û = Û = ±
 
είναι πιθανά σηµεία καµπής 

x  

    0  

+¥  

( )/f x  

( )f x  

ε. 

   -¥      0  

    +      -  
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§ Εποµένως η συνάρτηση f είναι κοίλη στα 
3,

3
æ ù
-¥ -ç úç
è û

 και 
3 ,

3
é ö

+¥÷ê ÷
ë ø

  

& κυρτή στο 
3 3,

3 3
é ù
-ê ú
ë û

 

§ 3 1f
3 4

æ ö
- =ç ÷ç ÷
è ø

 

§ 3 1f
3 4

æ ö
=ç ÷ç ÷

è ø
 

§ Με σηµεία καµπής τα 
3 1A ,

4 4
æ ö
-ç ÷ç ÷
è ø

 και 
3 1B ,

4 4
æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

 

 

Β3. 

i. Κατακόρυφες δεν έχει διότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο ¡ . 

ii. Πλάγιες – οριζόντιες ασύµπτωτες 

y x= l +b  

§ ( ) 2

3x x x

f x x 1lim lim lim 0
x x x x®+¥ ®+¥ ®+¥

= = =
+

, άρα 0l =  

§ ( )( )
2

2x x

xlim f x x lim 1
x 1®+¥ ®+¥

-l = =
+

, άρα 1b =  

Οµοίως και για το -¥ . 

Άρα έχει οριζόντια ασύµπτωτη την y 1=  στο +¥  και στο -¥  

x   -¥  
  

3
3

-  

/ /f  

f  

+  -  

σ.κ. 

0 0 

+¥  

σ.κ. 

-  

  
3

3
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Β4. 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  

Η 
2x 2e x 1 0- - = έχει µοναδική λύση την x 0=  διότι 0e 0 1 0 1 1 0- - = Û - =  

Παίρνω: 

( )
( ) ( )

x

x

g x e x 1

g x e 1 g x 0 x 0

= - -

¢ ¢= - = Û =  

 

Άρα: ( ) ( ) ( )g x g 0 g x 0 για κάθε x³ Þ ³ Î¡  

( ) ( ) ( ) ( )
g:γνησίως
φθίνουσα

x 0 g x g 0 g x 0 g x 0< Þ > Þ > Þ ¹  στο ( ),0-¥  

x  

    0  

+¥  

( )/f x  

( )f x  

ε. 

    0  

    +      -  

    

    -¥  

y
 

/y  

x  
/x  3

3
-  3

3
 

0

1  

1 4  
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( ) ( ) ( ) ( )
g:γνησίως
αύξουσα

0 x g 0 g x 0 g x g x 0< Þ < Þ < Þ ¹  στο ( )0,+¥  

Άρα η x 0=  είναι µοναδική ρίζα. 

Θέτω όπου x το x2 οπότε έχω: 

 ( ) ( )22 x 2g x e x 1 g 0 0= - - =   

( ) ( )2 2g x g 0 x 0 x 0= Û = Û =
 
 είναι µοναδική ρίζα 

 

Γ2.    

( ) 2x 2f x e x 1= - -  

( ) ( ) 2x 2f x 0 f x 0 e x 1 0= Û = Û - - = Û
2x 2e x 1 0 x 0- - = Û =  

Η f είναι συνεχής στα ( ),0-¥  και ( )0,+¥  και ( )f x 0¹  για κάθε ( )x ,0Î -¥  και 

για κάθε ( )x 0,Î +¥ . Άρα η f διατηρεί πρόσηµο στα διαστήµατα ( ),0-¥  και 

( )0,+¥ .  

Έχουµε 
2x 2e x 1 0- - ³  για κάθε  xÎ¡  από το Γ1.  

Αν ( )f x 0>  στα  ( ),0-¥   και   ( )0,+¥ . 

( ) 2x 2f x e x 1= - -  για κάθε xÎ¡ . 

2x 2e x 1 0- - ³  

( ) 2x 2f x e x 1= - -  για κάθε xÎ¡ . 
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§ Αν ( )f x 0<  στα ( ),0-¥  και ( )0,+¥  έχουµε ( ) 2x 2f x e x 1= - - -  για κάθε 

xÎ¡ . 
2x 2e x 1 0- - ³  

( ) 2x 2f x e x 1= - + +  για κάθε xÎ¡ . 

§ Αν ( )f x 0>  στο ( ),0-¥  και ( )f x 0<  στο ( )0,+¥  έχουµε: 

( )
2

2

x 2

x 2

e x 1 x 0
f x

e x 1 x 0

ì - - £ï= í
- + + >ïî

 

§ Αν ( )f x 0<  στο ( ),0-¥  και ( )f x 0>  στο ( )0,+¥  έχουµε: 

( )
2

2

x 2

x 2

e x 1 x 0
f x

e x 1 x 0

ì- + + £ï= í
- - >ïî

 

 

Γ3.  

Για κάθε xÎ¡   

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2

x 2 x

2x x

2 x x

f x e x 1 e 2x 2x

f x e 2x 2e 2

4x e 2e 2

¢¢ = - - = -

¢¢ = + -

= + -

 

( )2 22 x x4x e 2 e 1 0= + - >  για x 0¹  ως άθροισµα θετικών. 

(Για x 0¹  έχουµε 
2 2 22 x 0 x xx 0 e e e 1 e 1 0> Þ > Þ > Þ - > )  

Οπότε η f ¢  είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήµατα  ( ],0-¥   και  [ ]0,+¥ .  

Η f ¢  είναι συνεχής στο 0 άρα f ¢  γνησίως αύξουσα στο ¡  οπότε f  κυρτή στο ¡ . 
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Γ4. Αν ( ) ( ) ( )g x f x 3 f x= + -  τότε ( ) ( ) ( )g x f x 3 f x 0¢ ¢ ¢= + - >  αφού f ¢  γνησίως 

αύξουσα (από Γ3) οπότε g γνησίως αύξουσα άρα g :"1 1"- στο [ )0,+¥ . 

( ) ( ) ( ) ( )f ημx 3 f ημx f x 3 f x+ - = + - Û  

( ) ( )
g:"1 1"

g ημx g x ημx x
-

Û = Û =  που ισχύει µόνο για x 0=  (εφαρµογή σχολικού 

βιβλίου σελ. 170). 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 

Θέτω ( ) ( ) ( ) ( )f x
g x f x g x ημx

ημx
= Û = ×  . Η f συνεχής στο 0 οπότε: 

( ) ( ) ( )( )
x 0 x 0

f 0 limf x lim g x ημx 0
® ®

= = × =   

§ ( ) ( )( ) ( ) ( )
π π π

0 0 0
f x f x ημxdx π f x ημxdx f x ημxdx π¢¢ ¢¢+ = Û + = Ûò ò ò   

( ) ( ) ( )
π π

0 0

π
f x ημxdx f x ημx f x συνxdx π

0
¢ ¢+ - = Ûé ùë ûò ò   

( ) ( ) ( ) ( )
π π

0 0

π π
f x ημxdx f x ημx f x συνx f x ημxdx π

0 0
¢+ - - = Ûé ù é ùë û ë ûò ò   

( ) ( ) ( ) ( )0 f π συνπ f 0 συν0 π f π 0 π f π π- + = Û + = Û =  

§ ( ) ( ) ( )
x 0 x 0

f x f 0 ημxlim lim g x 1 1 1
x 0 x® ®

- æ ö= = × =ç ÷- è ø
 άρα ( )f 0 1¢ = . 
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Δ2. 

α) Αν υπάρχει ρÎ¡  όπου η f παρουσιάζει ακρότατο τότε από Θεώρηµα Fermat 

έπεται ότι ( )f ρ 0¢ = .  

Για κάθε ( )( ) ( )( )( )f x xx e x f f x e¢ ¢Î + = + Û¡
( ) ( ) ( )( ) ( )f x xe f x 1 f f x f x e¢ ¢ ¢+ = + . 

Για  x = r   

 ( ) ( ) ( )( ) ( )f ρ ρ ρ ρe f ρ 1 f f ρ f ρ e 0 1 0 e e 1 ρ 0¢ ¢ ¢+ = + Û + = + Û = Û =  

οπότε ( )/f 0 0=  

 Άτοπο αφού είναι ( )/f 0 1=    

 

β) Η f ¢  συνεχής στο ¡  (αφού υπάρχει η f ¢¢  ) και ( )f x 0¢ ¹ για κάθε xÎ¡ (από το 

α). Έπεται ότι η f ¢  διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο ¡  και επειδή ( )f 0 1 0¢ = > . 

Έπεται  ότι ( )/f x 0>  για κάθε xÎ¡  άρα f γνησίως αύξουσα στο .¡  
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Δ3.  

( ) ( )f ,= = -¥ +¥¡ ¡  

§ Η f  γνησίως αύξουσα και συνεχής στο ¡  άρα ( ) ( ) ( )( )x x
f lim f x , lim f x

®-¥ ®+¥
=¡  

από τα παραπάνω προκύπτει ότι ( )
x
lim f x
®+¥

= +¥  (άρα και ( )f x 0>
 

σε 

διάστηµα ( )α,+¥ ). 

 

§  

( ) ( )

ημx συνx ημx συνx 2

ημx συνx 2
f x f x

+ £ + £

+
£

 

 

§  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ημx συνx 2 2 ημx συνx 2

f x f x f x f x f x
+ +

£ Û - £ £
  

 

§ 
( ) ( )x x

2 2lim 0, lim 0
f x f x®+¥ ®+¥

æ ö
- = =ç ÷ç ÷
è ø

  οπότε από κριτήριο παρεµβολής προκύπτει 

ότι 
( )x

ημx συνxlim 0
f x®+¥

+
= . 
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Δ4. Θέτω u ln x=   οπότε 
1du dx
x

= . 

§ 
π

Για x 1 είναι u 0

Για x e είναι u π

= =ì
í

= =î   

§ Έτσι 

( ) ( ) ( )
πe π π

0 0 0

f ln x
dx f u du f x dx

x
= =ò ò ò

. 

§ Η f  γνησίως αύξουσα στο [0,π]  ( ) ( )f 0 0, f π π= =  και για 0 x π< <  έπεται 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

f x 0
f 0 f x f π 0 f x π και

π f x 0

>ì
ï

< < Û < < Û í
ï - >î

 

§ Έτσι 
( )

π

0
f x dx 0>ò  και 

( )( ) ( )
π π π

0 0 0
π f x dx 0 πdx f x dx 0- > Û - > Ûò ò ò  

§ ( )
π2

0
π f x dx> ò  από τα παραπάνω προκύπτει 

( )πe 2

0

f ln x
0 dx π

x
< <ò  

 

Επιµέλεια: Κανακάκης Γεώργιος  

Μακρίδης Ηλίας 

Οικονοµόπουλος Αναστάσιος 

Πεφάνης Κωνσταντίνος 

Ρούτης Κωνσταντίνος 

 

 

 


