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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ 
ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΙ ΕΠΑΛ (ΟΜΑΔΑ Β΄) 

ΔΕΥΤΕΡΑ 25 ΜΑΪΟΥ 2015 – ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ:  
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελίδα 194. 

Α2. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελίδα 188. 

Α3. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελίδα 259. 

Α4. 

 α) Λάθος 

 β) Σωστό 

 γ) Λάθος 

 δ) Σωστό 

 ε) Σωστό 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1.   

( )( ) ( )( )2 2z 4 4 z 1 z 4 z 4 4 z 1 z 1- = - Û - - = - - Û   

zz 4z 4z 16 4zz 4z 4z 4 3zz 12- - + = - - + Û = Û   

zz 4 z 2= Û =   
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Άρα ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του z είναι κύκλος µε κέντρο Ο(0,0) και 

ακτίνα ρ 2= . 

 

Β2.   

Ισχύει : 1z 2=  και 2 1 1z 2 z z 4= Û =  και 2 2z z 4=   

α)  1 2 1 2

2 1

2 1

4 42 2
2z 2z z zw w 4 4z z

z z

= + Û = + Û   

2 1 2 1

1 2 1 2

8z 8z 2z 2zw w
4z 4z z z

= + Û = + Û   

 w w w= Û Î¡   

 

β)  4 w 4 w 4, w- £ £ Û £ Î¡   

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

2z 2z z zw w 2
z z z z
+ +

= Û = Þ   

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2

z z 2 z z
w 2 w

z z 4
+ +

= Û = Û   

2 22 2
1 2 1 22 w z z 2 w z z= + Þ £ + Þ   

 2 w 4 4 2 w 8 w 4£ + Û £ Û £   

 4 w 4- £ £   
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Β3. ( ) ( ) ( )1 2 3w 4 A z B z Γ z= -   

 2 21 2
1 2 1 2

2 1

2z 2zw 4 4 2z 2z 4z z
z z

= - Û + = - Û + = - Û   

 2 2
1 2 1 2z z 2z z 0+ + = ( )2

1 2 1 2z z 0 z z 0Û + = Û + = Û   

 1 2z z= -   

 ( ) 1 2 1AB z z 2 z 4= - = =   

 ( ) 1 3 1 1 1AΓ z z z 2iz z 1 2i 2 5= - = - = - =   

 ( ) 3 2 1 2 1ΒΓ z z 2iz z z 2i 1 2 5= - = - = + =   

 Άρα ( ) ( )ΑΓ ΒΓ ΑΒΓ= Þ
V

  ισοσκελές. 

 

Σχόλιο:  

w w wÎ Û =¡  

Πράγµατι για w i= a +b  έχουµε: 

w w i i 2 i 0 0 w= Û a -b = a +b Û b = Û b = Û = aÎ¡  
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  

( )
x

2

ef x
x 1

= A =
+

¡  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

2x 2 x x 2 x
/

2 2 22 2 2

e x 1 e 2x e x 2x 1 e x 1
f x

x 1 x 1 x 1

+ - × - + -
= = =

+ + +
 

Η  f είναι συνεχής στο 1 µε ( )/f x 0> ( )για x 1¹ , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα 

στο ¡ . 

( ) ( ) ( )
x x

f A lim f x , lim f x
®-¥ ®+¥

æ ö
= ç ÷ç ÷
è ø

 

§ ( )
x

2xx

elimf x lim 0
x 1®-¥

®-¥

= =
+

, διότι 

( )

( )

x

x

2

x

lim e 0

lim x 1

®-¥

®+¥

ì =
ïïkaií
ï + = +¥ïî

 

§ ( ) ( )
( )

( )
( )

/ /x xx x x

/ /2x x x x x2x

e ee e elimf x lim lim lim lim lim
x 1 2x 22xx 1

+¥ +¥
+¥ +¥

®+¥ ®+¥ ®+¥ ®+¥ ®+¥®+¥

= = = = = = +¥
+ +

 

Οπότε ( ) ( )f A 0,= +¥  

 

Γ2. 

( )( ) ( )( ) ( )
2

3 x 2 3 x 2ef e x 1 f e x 1 f 2
5

- -× + = Û + =  

( )3 x 2e x 1 2- + =  (επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ¡ ,  οπότε ‘‘1-1’’  στο 

¡ ) 

( ) ( ) ( )
3 2 3 3

2 3
x x

e x 1 e ex 1 2 e 2 2 f x
e e f x 2

+
+ = Û = Û = Û =  
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( )
3e f A

2
Î , οπότε από θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών υπάρχει ένα τουλάχιστον 

0x Î¡  ώστε ( )
3

0
ef x
2

= . 

Όµως η f είναι γνησίως αύξουσα στο ¡ , οπότε 0x  µοναδική ρίζα στο ¡ . 

 

Γ3. 

( ) ( )
4x

2x
f t dt 2xf 4x x 0< >ò  

Παίρνω ( ) ( )
x

0
F x f t dt= ò  στο [ ]2x,4x  

Η f είναι συνεχής στο ¡ , οπότε η F είναι παραγωγίσιµη στο ¡ . 

§ Η F είναι συνεχής στο [ ]2x,4x  

§ Η F είναι παραγωγίσιµη στο ( )2x, 4x  

§ Ισχύει το Θεώρηµα Μέσης Τιµής 

§ Οπότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )2x,4xxÎ  ώστε 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

/

/

F 4x F 2x
F F 4x F 2x

f 12x
2x

F x f x

- ü
x = -ïÛ x =ý

ï= þ

 

§ ( ) ( ) ( )
( )12x 4x

f 2x f f 4x
f γν. αύξουσα στο 

< x < ü
Þ < x < Þý

þ¡
 

( ) ( ) ( ) ( )F 4x F 2x
f 2x f 4x

2x
-

< < Þ  

( ) ( ) ( ) } x 04x 2x

0 0
f t dt f t dt f 4x 2x

>

- < × Þò ò  

( ) ( )
4x

2x
f t dt 2x f 4x< ×ò  
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Γ4. Εξετάζουµε τη συνέχεια στο 0x 0= : 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4x x

2x 0x 0 x 0

de 'Hospital

x 0

F 4x F 2x1lim f t dt lim με F f t dt
x x

4f 4x f 2x 2
lim 4f 0 2f 0 2f 0 2

1

+ +® ®

®

-
= = =

- ×
= = - = =

ò ò
l  

Εποµένως ( ) ( )
x 0
lim f x f 0 .

+®
=  Άρα, η f   συνεχής  στο 0x 0.=   

 

Η g είναι παραγωγίσιµη στο ( )0,+¥  ως πράξη παραγωγίσιµων συναρτήσεων 

( ) ( ) ( ) ( )( )4x

2 2x

1 1g x f t dt 4f 4x 2f 2x
x x

¢ = - + - =ò   

( ) ( )( ) ( ) ( )( )4x

2x
2

2xf 4x f t dt 2x f 4x f 2x
0

x

- + -
= >

ò
  

Αφού: 

( ) ( )
4x

2x
2xf 4x f t dt 0- >ò   από Γ3 και  

( ) ( ) ( ) ( )
f :γνησίως αύξουσα

2x 4x f 2x f 4x 2xf 2x 2xf 4x< Û < Û <  για κάθε ( )x 0,Î +¥ . 

Εποµένως η g είναι γνησίως αύξουσα στο  [ )0,+¥  αφού g συνεχής στο [ )0,+¥   
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Για κάθε xÎ¡  ισχύει:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )f x f x f x f x / /f x e f x e 2 e e 2x- -¢ ¢+ = Û - =  , οι συναρτήσεις ( ) ( )f x f xe e-- , 

2x είναι συνεχείς στο ¡ , οπότε υπάρχει cÎ¡  ώστε: ( ) ( )f x f xe e 2x c-- = + . 

 

Για x 0= : 

( ) ( )f x f 0e e 0 c c 0-- = + Û =  

( ) ( ) ( )
( )

f x f 0 f x
f x

1e e 2x e 2x
e

-- = Û - = Û  

( )( ) ( )2f x f xe 2xe 1 0- - = Û
 

( )( ) ( )2f x f x 2 2e 2xe x x 1- + = + Û
 

( )( )2f x 2e x x 1 0- = + ¹
 

Η ( )f xe x-  είναι συνεχής, δεν µηδενίζεται, οπότε διατηρεί σταθερό πρόσηµο. 

( ) ( )f x f x2 2e x x 1 e x x 1- = + Û = + +  

ή ( )f x 2e x x 1- = - +  " απορρίπτεται 

( ) ( ) ( ) ( )f x 2 2ln e ln x x 1 f x ln x x 1= + + Û = + +  
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Δ2. 

α) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο ¡  µε: 

§ ( ) ( ) ( )/2
/ 2

2 2 2

x 11 1f x x x 1 1
x x 1 x x 1 2 x 1

æ ö+ç ÷= + + = + =
ç ÷+ + + + +è ø

 

2

1 21
x x 1

= +
+ +

x
2 2 2

1
x 1 x x 1

æ ö
=ç ÷ç ÷+è ø + +

2x x 1+ +
2 2

1
x 1 x 1

=
+ +  

§ ( )
( )
( )

( )
( ) ( )

/
/2 2

/ /
2 2 2 2 22

x 1 x 1 xf x
x 1 2 x 1 x 1 x 1x 1

+ +
= - = - = -

+ + + ++
 

( )/ /f x 0 x 0= Û =  

 

Η f στρέφει τα κοίλα άνω στο ( ],0-¥  

Η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο [ )0,+¥  

Η f παρουσιάζει καµπή στο ( )( ) ( )0, f 0 0,0=  

 

β) Η εφαπτοµένη της fC  στο ( )0,0  έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )/y f 0 f 0 x 0 y 0 1 x 0 y x- = - Û - = - Û =  

Η f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο [ )0,+¥ , άρα η fC  στο [ )0,+¥  βρίσκεται 

κάτω από την εφαπτοµένη y x= , άρα ( )f x x<  για x 0> . 

( )f x x=  για x 0=  

Είναι ( ) ( )( )1 1

0 0
E f x x dx x f x dx= - = - =ò ò  

x   -¥    0  +¥  

/ /f  

f  

-  +

σ.κ. 

0 
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( ) ( )
121 1 1 /

0 0 0
0

xxdx f x dx x f x dx
2

é ù
= - = - =ê ú

ë û
ò ò ò  

( ) ( )( )1 /
0

1 xf x xf x dx
2

= - - =é ùë û ò  

( )
1

20

1 xf 1 dx
2 x 1

= - + =
+

ò σ 

( )
1

2

0

1 f 1 x 1
2

é ù= - + + =
ë û

 

( ) ( )1 1ln 1 2 2 1 2 ln 1 2
2 2

= - + + - = - + -  

 

Δ3.   

( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

f: γν. αύξουσα

x 2
x 2 0
0

f x 0

x 0
f x f 0 f t dtf x 0f t dt

x 0 x 0

e 1lim e 1 ln f x lim f x ln f x
f x+ +

>

> ®
>
>

® ®

é ùòé ùæ ö -ò ê ú- = ×ê úç ÷ ê úè øë û ê úë û

=l 

§ 
( )

( )

( ) ( )
( )

xx 22
00

0 f t dtf t dt 20

/Del 'Hx 0 x 0

e f xe 1 0 0lim lim 0
f x f x 1+ +

æ ö
ç ÷
è ø

® ®

òò ×- ×
= = =  

§ ( ) ( )( )
( )

( )
( )

x 0

u f x

lim u f 0 0x 0 u 0 u 0

ln ulim f x ln f x lim u ln u lim 1
u

+ + +
+®

¥
= ¥

= =® ® ®
é ù = = =ë û  

( )
u 0 u 0

2

1
ulim lim u 01
u

+ +® ®
= = - =

-
 

Άρα, l 0 0 0= × =  
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Δ4. Αν ( ) ( )x 2 2

0
g x f t dt

-
= ò  και ( ) ( )

x 2

0
h x f t dt= ò  είναι: 

 ( ) ( )( )2g x f x 2 0¢ = - >  άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο ¡  και  

 ( ) ( )2h x f x 0¢ = >  άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο ¡ . 

 

Αρκεί  να δείξω ότι η ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q x x 2 1 3g x x 3 8 3h x= - - + - -é ù é ùë û ë û  να έχει µία 

τουλάχιστον ρίζα στο ( )2,3 . 

· Η Q είναι συνεχής στο [ ]2,3  (πράξεις συνεχών) 

· ( ) ( ) ( ) ( )Q 2 Q 3 8 3h 2 1 3g 3 0= - - - <é ù é ùë û ë û  διότι στο ( )0,+¥  είναι ( )f x x<  

και ( )f x 0>  οπότε ( )2 2f x x<  και ( )2 2f x x< . 

Έχουµε επίσης: ( ) ( ) ( )
232 22 2

0 0
0

t 8h 2 f t dt t t dt
3 3

é ù
= < = =ê ú

ë û
ò ò  και  

( ) ( )
31 12 2

0 0

t 1g 3 f t dt t dt
3 3

é ù
= < = <ê ú

ë û
ò ò  οπότε από Θεώρηµα Bolzano υπάρχει µια 

τουλάχιστον ρίζα στο ( )2,3 . 
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